EPREUVES ÉCRITES 


COMPOSITION 


DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES 
Durée : 6 heures 


En, 


Les parties T et IT peuvent être traitées indépendamment. 


On rappelle que 5 


— une permutation d'un ensemble {2 est une bijection de Q sur Q; 

— si [est un sous-groupe du groupe des pérmutetions de (, une 
partie ()’ de ( est dite stable sous l’, si 1(Q") est contenue dans Q’ pour 
tout Ye l'; 

— si K est un groupe multiplicatif d’élément unité e, u un élément 
de K et n le plus petit nombre entier strictement positif, s’il existe, tel 
qu’on ait u = e, alors u est dit d'ordre n. 


Deux éléments u, (resp. deux sous-groupes U, V) de K sont dits 
conjugués dans K s’il existe au moins un élément s de K tel qu'on ait 
v = sus"? (resp. tel que la permutation x —+ sxs-1 de K applique U 

. Sur V); la relation ainsi définie est une relation d'équivalence sur K 
(resp. sur l'ensemble des sous-groupes de K) dont les classes sont appelées 
classes de conjugaison (resp. classes de conjugaison de sous-groupes) 


deK. 


4 


I 


Dans toute cette première partie, E désigne un espace affine réel de 


> + 


dimension 3, O un point dE et (i, b k) une base de l’espace vectoriel 


E des vecteurs AB, où A et B parcourent E. Une droite (resp. un plan) 
est une variété linéaire affine de E de dimension 1 (recp. 2). On dira 


qu'une droite D s'appuie sur une droite D’ si D et D’ sont contenues 
dans un même plan, 


Pour tout «eR, on notera L, la droite de direction 
. a ea 
— Sin œi+ cos aj+k 
contenant Je point À déterminé par 
| pe Riad 
OÀ = cos & à + sin & j. 
Dans les exemples faisant intervenir de telles droites L,, E sera 
supposé orienté et muni d'une structure euclidienne telle que la base 
— — + : 
ë, j, k) soit orthanormée et directe. 
On appellera triplexe toute suite @ = (D, D’, D”) de trois droites 
satisfaisant aux conditions suivantes : 
a. Les trois droites ne sent pas parallèles à ur même plan; 
Bb. Deux quelconques d'entre elles ne s’appuient pas l’une sur l'autre. 


© Dans la suite, on suppose donné un triplexe ® = (D, D',D?. 


49 a. Soit o un noinbré, réel. Établir, pour fout o différent de 0 et 1, 
l'existence sur D d’un point unique P, tel que la droite passant par Ps 
et s'appuyant sur D’ et D" coupe D'et D” en des points M' et M" vérifiant 
la relation : de | NDS se Er Aa 

OP, = (1-6) OM’ + OM": 

Montrer que, lorsque 6 tend vers 0 (resp. vers 4), P, tend vers un 

point limite Po (resp. Pi). 
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b. On définit de même des points Pée D' et PS e D” par permutation 
circulaire de D, D’, D” (voir figure). Que peut-on dire du lieu géomé- 
trique &(Q) des centres de gravité des triangles P, P, Pa quand © 
décrit R?: ... °-",.:. ; # É. 

3 a Déterminer Pa, P,, Ps et £(@) jorsque ® est le triplexe 
+ # SE . : « 27 L | 
£ = (Lo, Lu Lou) où l’on pose © = TR $ 


.2o Si G = (C, C’, C") est un autre triplexe, montrer qu’il existe une 
permutation affine f de E et une seple telle qu'on ait: | 


| J(@=D  f(C)=D,  f(CP=D" 
39 Soit l'(@) le groupe des permutations affines f de E telles qu'on 
ait : à Fur 
f®Œ)ufo)uf07=DuD'uD" 


Soit d'autre part F l'ensemble Po; Po ; Po} pour 6 = Se 


a. Montrer qu'on a f'{F) = F pour tout f e T'(@). Si f désigne la 
permutation de F induite par /, montrer que l'application ff" est 
un isomorphisme de T(@) sur le groupe des. permutations de F. 


b. Montrer que l’'(£) est formé de rotations de E dont on déterminera 
les axes et les angles. DS | 
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. © Combien y at-il de points, de droites, de plans de E stables 
sous T(@)? Préciser ces points, droites et plans lorsque @ = £. 
‘ if : 
| ‘fr. _ 
49 a. Soit 4 (@) le Jeu géométrique des droites s'appuyant sur D, D' 
et D°, Déterminer dans le repère (o, 5, b k) une équation de #(@) 
dans les deux cas suivants : 


ÿ A? nes 
œe Dæmiml0m=di-j+k, xER| 


D'=imfOn=i+Nf-#, Ver} 

D'= 4m'|[Om'= —Ÿ+}+\é, \'eR|l 
, 8. à O 7 £ 

Déterminer les droites contenues dans &(£). 

© b. Soit 4€ un hyperboloïde à une nappe de E et G(2%) le groupe des 
permutations affines f de E telles qu'on ait f (4) = 4€. Montrer que, 
pour toute droite C contenue dans 9€ et pour tout élément + d'ordre 3 
de G(%), (C, + (C), +2(C)) est un triplexe, En déduire que les éléments 
d'ordre 3 de G(4) sont deux à deux conjugués dans G(d€), L 


c. Soit & le groupe des permutations d'un ensemble à trois éléments. 


‘Déterminer les classes de conjugaison de sons-groupes de G(d£) iso. 


morphes à &, 


d, SiT est un groupe de permutations affines de E isomorphe à 8, 


montrer l'existence d’hyperboloïdes à une nappe stables sous l’, 


SR. 1 


Pour tout couple (m, n) d’entiers strictement positifs, on note Nt(m, n) 
Vespace des matrices réelles à m lignes et n colonnes. Pour tout 
Ge (m,n), on désigne par ay l'élément de la i-ième ligne et de la 
. Jrième colonne de a, et par fa la matrice transposée de a : fa e M(n, m) 
-et()y= ay Pour m= n, det(a) est le déterminant de a. 


Dans cette seconde partie E est l’espace vectoriel réel des matrices 
symétriques de M (2, 2), On désigne par SLole groupe (pour la multiplica- 
tion matricielle) des matrices g € IN (2,2) telles qu'on ait : det(g) = 1. 


Pour tout ge SLe, on note @ (g) l'endomorphisine de E tel qu'on ait : 
p(g)(s) = gstz pour tout: € E; on a donc : det (o (g) (s)) = det (s). 
49 a, Soit : 


8 =(° s) eSLe. 


7: Déterminer la matrice M(g) de o(2) dans la base 


1 0 [0 1 _f4 0: 
u= 0 —1 , v= (4 0) , (0 1) 


de E. Que peut-on dire de M(z) dans le cas : 
a=È=cos0 , ÿ=-B=sin0 , 0ER ? 
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b. Déterminer dans cette même hase la matrice J de la forme qua. 
dratique 5 NN 14 : 
mo dctis— — detfs)  oùs parcourt E 


c. Soit G le groupe (pour la multipliration matriciélle) des inatrices 
ae MN($,3) telles qu'un ait taJa=J, G'la partic de G formée des” 
matrices @"pour lesquelles @33 est strictement positif, et IT l'ensemble 


des æu + ÿu + 210 € E vérifiant les relations : 
; «,Y2ER , 23+33—-2<0 ei z>0 


Montrer que G' est un sous-groupe distingué de G et que JT est stable 
sous le groupe des automorphismes de E dont la lüätrice dans la base 
(u, v, w) est élément de G’, : 


d. Soit Go la partie de G formée des matrices a telles qu'on ait 
det (a)= 1etass > 0. Montrer que Go est un cous-groupe distingué de G, 
, que le groupe-quotient G/Go est isomorphe au groupe des isométries 
! d'un rectangle, que Mg) appartient à Go Pour tout ge SL2, et que 
l'application M : —+ Mg) est. un homomorphisme de SL dans Go, 

dont on déterminera le noyau. “ 


7 2 a. Soit % la partie de Ë formée des xu + yo + zw tels qu'on 
ait 42 4 78 — 23 = 4, Montrer que est sa propre image par un endo- 


LA 
morphisme de E de matrice a dans la base (4, v, w), si et seulement si a 
appartient à G. ss 


b. Soit p : SL? — Ë l'application telle qu'on ait 
, PU&)= (8) () pour tout ge SLe. 


Déterminer p(g) pour : _&= i 1) « .BER. 
Montrer qu'on a p(SL2) = 3, 
, e. Déterminer Je. sous-groupe G1 de Go formé des matrices a telles 
. qu'on ait ; HAN : gs 
| Ui=aue0 et  au=1 
Déterminer le sous-groupe M1 (Gr) de SL 
| M (M-1 (G)) = Gr 
d, Montrer qu'on a M (SL2) = Go. . 


a ct montrer l'égalité 


_‘@ Montrer que le sous-groupe G’ de G, défini dans Il-40 c., est iso- 
\morphe au groupe des homographies de la droite projective réelle. 


3° a. Déterminer les classes de conjugaison de SL:. 


«+ b. On considère les matrices suivantes de Go : : É Fo So i 


ché O she s ou 1 cosy —sinr 0 vire 
AG =! 0 1 0 }., #>0 & B(d= {nn cosy 0], O<m<2r .- 
© \shs 0 che | 0 . o 17. |: 
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Montrer que les classes de conjugaison de <ps matrices dans Go sont 
d Loutes distinctes et qu'il y a exactement deux classes de conjugaison 
5 de (ro ne contenant aucune matrice At) ou B(a). 
c. Déterminer les cèses de conjugaison de G. 

. : | 
d. Déterminer le nombre des dusses de conjugaison de Go et de G 
formées d'éléments d'ordre 8. 

4° a, Montrer ue tout élément de SL: est le produit d'un nombre 
fini de matrices Fna 


1 0 4 4 : 
: e à où È :) , 1 LeR. 


contient aucun sous-groupe distingué autre 
éduit à l'élément unité, 


di 


b. Montrer que Gone 
que Go et le sous-groupe 7 
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